Задания очного тура предметной олимпиады ДГУ по математике
10 класс
1. Квадрат каждого из трех данных чисел равен произведению двух оставшихся чисел. Докажите, что все данные числа равны.
Решение. Пусть a, b, c – данные числа. По условию имеем a2 = bc; b2 = ac; c2 = ab. умножим эти равенства на a, b, c соответственно получим, что a3 = b3 = c3 = abc, но если равны кубы чисел, то равны и сами эти числа.
2. Длины боковых сторон трапеции равны 6 и 10. Известно, что в трапецию можно вписать окружность. Средняя линия делит трапецию на две части, отношение площадей которых равно 5:11.  Найдите длины оснований трапеции. 
3. Найти сумму целых решений неравенства:
                                                      .     
Ответ 2.

4. Вычислить a4 + b4 + c4, зная, что a + b + c = 0 и a2 + b2 + c2= 1.
Решение. Согласно условию имеем, что a2 + b2 + c2)2 = 12 и  (a + b + c)2 = 02. Поэтому               a4 + b4 + c4 + 2a2b2 + 2a2c2 + 2b2c2 = 1  и 
                               a2 + b2 + c2+ 2ab + 2bc + 2ac = 0
 ab + bc + ac = -0,5. Значит, (ab + bc + ac)2 = 0,25 , то есть
                       a2b2 + b2c2 + a2c2 + 2acb2 + 2a2bc + 2bac2 = 0,25
или
                             a2b2 + b2c2 + a2c2 + 2abc (a + b + c) = 0,35. 
Поэтому   a2b2 + b2c2 + a2c2 = 0,25 или 2a2b2 + 2b2c2 + 2a2c2 = 0.5 , имеем, что
a4 + b4 + c4 + 0,5 = 1  a4 + b4 + c4 = 0,5.
Ответ: a4 + b4 + c4 =0,5 .

5. В каком году XX века родился человек, если в 1997 году произведение цифр лет, прожитых им, уменьшенное в 4 раза, на 3 меньше суммы цифр года его рождения?
Решение.  Пусть 19xy есть год рождения. Следовательно, справедливо равенство     19xy  =   1000 + 9 ∙ 100 + 10x + y.  Пусть сначала   y ≤ 7. Тогда согласно условию задачи получим, что
                                        1997 – (1000 + 9 ∙ 100 + 10x + y) = 10 ∙ (9 – x) + (7 – y).
Числа    (9 – x)  и  (7 – y) есть цифры его года рождения. Значит, имеет место равенство (9 – x) (7 – y) :4 +3 = 1 + 9 + x + y, откуда получаем, что y= (11x– 35): (x – 13). Поскольку x и y есть цифры года рождения, то последнее равенство возможно только при   x = 1 и  y = 2. Поэтому 1912 есть один из возможных годов рождения.
	Рассмотрим теперь второй случай, когда   y > 7. В этом случае приходим к равенству (9 – x) (7 – y) :4  + 3 = 1 + 9 + x + y, откуда  x = (12y– 108): (y– 21). Отсюда получаем, что    y = 9  и  x = 0. Значит, 1909 второй возможный вариант года рождения.                         Ответ: 1912 год, 1909 год.


















